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A kutata´s eredme´nyei
Su˝ru˝se´gfunkciona´l e´s su˝ru˝se´gma´trix elme´letek
(K 67923 sz. OTKA pa´lya´zat)
Elo˝zme´nyek, a kutata´s ce´lja
A su˝ru˝se´gfunkciona´l e´s a su˝ru˝se´gma´trix elme´letek teru¨lete´n folytattunk ku-
tata´sokat.
A su˝ru˝se´gfunkciona´l elme´let szerint a rendszer alapa´llapota egye´rtelmu˝en jelle-
mezheto˝ az elektronsu˝ru˝se´ggel. Az elme´let Thomas1, Fermi2 e´s Dirac3 munka´ssa´ga´val
indult. Magyar kutato´knak is jelento˝s szerepu¨k volt az elme´let le´rtrejo¨tte´ben 4 5.
Az elme´let kidolgoza´sa´e´rt6 Walter Kohn 1998-ban ke´miai Nobel-d´ıjat kapott.
A pa´lya´zat kerete´ben a ko¨vetkezo˝ proble´ma´kkal k´ıva´ntunk foglalkozni:
“A pa´lya´zat elso˝sorban olyan kutata´sokra fog o¨sszpontos´ıtani, melyek me´lyebb
bepillanta´st engednek a kinetikus e´s korrela´cio´s funkciona´lokba. Nemre´giben a
su˝ru˝se´g ska´la´za´s seg´ıtse´ge´vel u´j elme´letet dolgoztunk ki az elektronkorrela´cio´ ta´rgya-
la´sa´ra. Ezen elme´let tova´bbfejleszte´se´re e´s gerjesztett a´llapotokra valamint mul-
tiplettekre valo´ kiterjeszte´se´re fogunk o¨sszpontos´ıtani. A pa´lya´zat ma´sik ce´lja a
ma´sodrendu˝ su˝ru˝se´g ma´trix funkciona´l elme´let tova´bbfejleszte´se.”
A kitu˝zo¨tt ce´lokat megvalo´s´ıtottuk. Elvi, elme´leti alapkutata´s to¨rte´nt, az
eredme´nyeket cikkekben jelentettu¨k meg. O¨sszesen 38 cikk jelent meg rangos nemzetko¨zi
folyo´iratban(Phys. Rev. A, Phys. Lett. A, J. Chem. Phys., Chem. Phys. Lett., J.
Phys. Chem. A, J. Math. Phys. J. Stat. Mech.) 4 ko¨nyvre´szlet ke´szu¨lt. Ebbo˝l 1
ko¨nyvre´szlet megjelene´s alatt van. Sza´mos megh´ıvott elo˝ada´sra keru¨lt sor.
1L.H. Thomas: Proc. Camb. Phil. Soc. 23, 542 (1926).
2E. Fermi: Z. Phys. 48, 73 (1928).
3P.A.M. Dirac: Proc. Camb. Phil. Soc. 26, 376 (1930).
4P. Gomba´s: Die Statistische Theories Des Atoms und ihre Anwendungen (Springer–Verlag,
Wien, 1949).
5R. Ga´spa´r: Acta Phys. Hung. 3, 263 (1954); Citation Classics 38, Sept 21 (1992).
6P. Hohenberg - W. Kohn: Phys. Rev. B 136, 864 (1964);W. Kohn - L.J. Sham: Phys. Rev.
140, A1133 (1963).
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U´j tudoma´nyos eredme´nyek
Korrela´cio´
Me´g az elo˝zo˝ OTKA pa´lya´zatban a su˝ru˝se´gska´la´za´st felhaszna´lva a´ltala´nos´ıtott
Kohn-Sham-egyenleteket vezettu¨nk le. Az u´j Kohn-Sham-rendszerben az elektron-
su˝ru˝se´g nem egyezik meg a valo´di rendszer elektronsu˝ru˝se´ge´vel, (mint az eredeti
Kohn-Sham-elme´letben) hanem annak konstans szorosa. A szorzo´faktort u´gy va´lasztjuk
meg, hogy az u´j Kohn-Sham-rendszerben a korrela´cio´s energia eltu¨njo¨n. Igy csak a
(persze megva´ltozott) kicsere´lo˝de´si energia´t kell kisza´mı´tani. Erre viszont nagyon
jo´, ko¨zel egzakt eredme´nyt ado´ mo´dszerek a´llnak rendelkeze´sre.
A jelen pa´lya´zat kerete´ben a mo´dszer ne´gy a´ltala´nos´ıta´sa´ra keru¨lt sor:
1. Multiplettek
Kora´bban ma´r kidolgoztunk egy mo´dszert atomi multiplettek vizsga´lata´ra a
su˝ru˝se´gfunkciona´l elme´let keretei ko¨zo¨tt. A degenera´lt a´llapotok u´j ta´rgyala´sa
azon alapszik, hogy az azonos energia´hoz tartozo´ hulla´mfu¨ggve´nyek a´ltal ki-
fesz´ıtett alte´rhez rendelu¨nk egy su˝ru˝se´get. Az energia ezen su˝ru˝se´g funkciona´lja.
Levezettu¨k a megfelelo˝ Kohn-Sham-egyenleteket e´s vizsga´ltuk a Kohn-Sham-
potencia´lt. A´ltala´nos´ıtottuk az optimaliza´lt potencia´l mo´dszert (OPM)7 e´s
a KLI (Krieger-Li-Iafrate)8 ko¨zel´ıte´st. A korrela´cio´ kezele´se azonban akkor
me´g nem volt megoldva. Eze´rt a jelen pa´lya´zat kerete´ben a´ltala´nos´ıtottuk a
mo´dszert a su˝ru˝se´gska´la´za´s seg´ıtse´ge´vel. Bebizony´ıtottuk, hogy a ska´lafaktor
megva´laszthato´ u´gy, hogy az u´j, a su˝ru˝se´gska´la´za´ssal definia´lt Kohn-Sham-
rendszerben a korrela´cio´s energia eltu¨njo¨n [1].
2. Gerjesztett a´llapotok
A´ltala´nos´ıtottuk az egyetlen gerjesztett a´llapotra vonatkozo´, Coulomb-rendsze-
rekre e´rve´nyes (Nagy) elme´letet9 a su˝ru˝se´gska´la´za´s seg´ıtse´ge´vel. Levezettu¨k az
u´j, megva´ltozott su˝ru˝se´gnek megfelelo˝ Kohn-Sham-egyenleteket [2]. A´ltala´nos´ı-
tottuk e´s bebizony´ıtottuk azt a te´telt, mely szerint a ska´lafaktor megva´laszthato´
u´gy, hogy az u´j, a su˝ru˝se´gska´la´za´ssal definia´lt Kohn-Sham-rendszerben a kor-
rela´cio´s energia eltu¨njo¨n. Megto¨rte´nt az optimaliza´lt potencia´l mo´dszer (OPM)
e´s a KLI (Krieger-Li-Iafrate) ko¨zel´ıte´s gerjesztett a´llapotra valo´ kiterjeszte´se
is.
7R. T. Sharp and G. K. Horton, Phys. Rev. A 30,317(1953); K. Aashamar, T. M. Luke and
J. D. Talman, At. Data Nucl. Data Tables 22 443 (1978).
8J. B. Krieger, Y. Li and G. J. Iafrate, Phys. Lett. A 146,256(1990).
9A´. Nagy: Int. J. Quantum Chem. 70 681 (1998).
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3. Pa´rsu˝ru˝se´g elme´let
A su˝ru˝se´gska´la´za´s minta´ja´ra bevezettu¨k a pa´rsu˝ru˝se´gska´la´za´st [3]. Megmutat-
tuk, ennek seg´ıtse´ge´vel kapcsolat teremtheto˝ a su˝ru˝se´gfunkciona´l e´s a su˝ru˝se´g-
ma´trix elme´letek ko¨zo¨tt. A su˝ru˝se´g ill. a pa´rsu˝ru˝se´gska´la´za´ssal levezetheto˝k
az Euler-egyenletek mindke´t elme´letben. A su˝ru˝se´gfunkciona´l elme´let Pauli-
potencia´lja (energia´ja) megadhato´ a ska´la´zott e´s az eredeti kicsere´lo˝de´si-korre-
la´cio´s potencia´lok (energia´k) ku¨lo¨nbse´geke´nt.
4. To¨bbkomponensu˝ su˝ru˝se´gfunkciona´l elme´let
A su˝ru˝se´gfunkciona´l elme´letben to¨bbnyire a Born-Oppenheimer-ko¨zel´ıte´st al-
kalmazzuk. Sok olyan jelense´g van azonban, melyek ta´rgyala´sa´ra ez nem
kiele´g´ıto˝. Kreibich e´s Gross 10 kidolgozta´k a to¨bbkomponensu˝ su˝ru˝se´gfunkciona´l
elme´letet, mely egzaktul le´ırja mind az elektronok mind pedig a magok mozga´sa´t.
Ba´r maga az elme´let egzakt, a funkciona´lok egzakt alakja´t nem ismerju¨k. Igy
az elektron-korrela´cio´s energiafunkciona´l alakja is ismeretlen. Eze´rt a jelen
pa´lya´zat kerete´ben a´ltala´nos´ıtottuk a mo´dszert az elektron su˝ru˝se´gska´la´za´s
seg´ıtse´ge´vel [4]. Bebizony´ıtottuk, hogy a ska´lafaktor megva´laszthato´ u´gy, hogy
az elektron korrela´cio´s energia eltu˝njo¨n.
Ez uto´bbi te´ma´hoz kapcsolo´dnak Vibo´k A´gnes professzor ira´ny´ıta´sa´val ele´rt
egyes fontos eredme´nyek: Biolo´giailag fontos molekula´k pl. a tetrahidrocannabi-
nol (THC) molekula fotostabilita´sa´t vizsga´ltuk. Megmutattuk, hogy a fotosta-
bil viselkede´s ero˝sen o¨sszefu¨gg a molekula gyu˝ru˝s szerkezete´vel, s ezen belu¨l is az
oxige´n atomot tartalmazo´ hat atomos gyu˝ru˝vel. Az ido˝to˝l fu¨ggo˝ su˝ru˝se´gfunkciona´l
elme´let seg´ıtse´ge´vel sikeru¨lt meghata´roznunk a molekula alap- e´s elso˝ gerjesztett
elektrona´llapotai ko¨zo¨tt megjeleno˝ konikus keresztezo˝de´st. Ez a konikus keresztezo˝de´s
biztos´ıtja, hogy a gerjeszte´st ko¨veto˝en a molekula nagyon gyorsan (femtoszekundu-
mos ido˝ska´la´n) suga´rza´s ne´lku¨l, a ko¨rnyezete´t felmeleg´ıtve visszajusson alapa´llapota´ba
[5, 6].
Itt eml´ıtju¨k meg, hogy vizsga´ltuk ne´ha´ny ke´miai mennyise´g ska´la´za´sa´t is[7].
A kicsere´lo˝de´si potencia´lra vonatkozo´ eredme´nyek:
Megadtuk az egzakt aszimptotikus megolda´sa´t a kicsere´lo˝de´si potencia´lra vonatkozo´
integra´legyenletnek nagy rendsza´mu´ Be-szeru˝ ionokra [8]. Megadtunk egy a kicsere´lo˝de´si
potencia´lra vonatkozo´ ko¨zel´ıto˝ o¨sszefu¨gge´st is [9].
A su˝ru˝se´gma´trix funkciona´l elme´let
A su˝ru˝se´gfunkciona´l elme´let egyik a´ltala´nos´ıta´sa a su˝ru˝se´gma´trix funkciona´l
(vagy pa´rsu˝ru˝se´g) elme´let. Me´g az elo˝zo˝ OTKA pa´lya´zat kerete´ben megmutat-
tuk, hogy alapa´llapotban a pa´rsu˝ru˝se´g meghata´rozhato´ egy ke´telektronos proble´ma
10T. Kreibich - E. K. U. Gross: Phys. Rev. Lett. 86, 2984 (2001).
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megolda´sa´val. Teha´t tetszo˝leges, pa´ros sza´mu´ elektront tartalmazo´ rendszer ta´rgya-
la´sa ke´telektron proble´ma´ra reduka´lhato´. A ke´tre´szecske egyenlet tartalmaz egy
olyan potencia´lt, melynek egzakt alakja nem ismert e´s melyro˝l bela´ttuk, hogy telje-
sen a kinetikus energia´bo´l sza´rmazik. Ezt a potencia´lt a su˝ru˝se´gfunkciona´l elme´letbo˝l
vett analo´gia alapja´n Pauli-potencia´lnak neveztu¨nk el.11 Egzakt differencia´lis e´s
integra´lis rela´cio´kat vezettu¨k le ezen potencia´lra: differencia´lis viria´lte´tel, Hiller-
Sucher-Feinberg azonossa´g a pa´rsu˝ru˝se´gre [10], elektron-elektron csu´cs (cusp) felte´tel,
e´s meghata´roztuk a Pauli-potencia´l aszimptotikus (r →∞) viselkede´se´t [11, 12].
Megalkottuk a He-szeru˝ ionok Chandrasekhar a´ltal javasolt 3-parame´teres,
varia´cio´s korrela´lt hulla´mfu¨ggve´nye´hez tartozo´ Hamilton-opera´tort e´s kidolgoztunk
egy u´j mo´dszert a Pauli-potencia´l meghata´roza´sa´ra [13, 14, 15].
Kinetikus energia e´s informa´cio´-me´rte´kek
Napjainkban az elektronszerkezet-sza´mı´ta´sok to¨bbnyire a su˝ru˝se´gfunkciona´l
elme´let Kohn-Sham-egyenleteinek megolda´sa´val to¨rte´nnek. Ennek az az oka, hogy
nem ismerju¨k a kinetikus energiafunkciona´lt (mint a su˝ru˝se´g funkciona´lja´t) ill. nem
ismertek kiele´g´ıto˝ pontossa´gu´ ko¨zel´ıte´sek. A kinetikus energia´t a pa´lya´k funkciona´lja-
ke´nt ismerju¨k csak. A´ltala´ban annyi Kohn-Sham-egyenletet kell megoldani, aha´ny
elektron van a vizsga´lt rendszerben. A kinetikus energiafunkciona´l ismerete´ben vi-
szont elegendo˝ mindig csak egyetlen egyenletet, az u´.n. Euler-egyenletet megoldani
aka´rha´ny elektron is van jelen. Egy ilyen pa´lya-fu¨ggetlen mo´dszer leheto˝ve´ teszi
igen nagy rendszerek ta´rgyala´sa´t is. Eze´rt van nagy jelento˝se´gu¨k az ilyen ira´nyu´
kutata´soknak.
A kinetikus energiafunkciona´l proble´ma´ja megoldatlan to¨bb mint 80 e´ve. (Tho-
mas e´s Fermi adta´k meg az elso˝ ko¨zel´ıte´st me´g jo´val a su˝ru˝se´gfunkciona´l elme´let
egzakt megalapoza´sa elo˝tt, ez a Thomas-Fermi-modell azonban nagyon pontatlan.)
A pa´lya´zat legfontosabb eredme´nye, hogy sikeru¨lt jelento˝s elo˝rehalada´st ele´rni a
kinetikus energia proble´ma´ban: A´ltala´nos´ıtottuk a Nagy-March differencia´lis viria´l-
te´telt sokasa´gra e´s ebbo˝l elso˝rendu˝ differencia´legyenletet vezettu¨nk le a sokasa´g
kinetikus energia funkciona´lderiva´ltja´ra go¨mbszimmetrikus rendszerekre [16, 17, 18].
Az egyenlet megolda´sa´nak egy specia´lis esete megadja az eredeti kinetikus energia´t.
Ez az eredeti proble´ma egzakt megolda´sa´t jelenti, de csak go¨mbszimmetrikus eset-
ben. Az a´ltala´nos eset tova´bbra is megoldatlan.
A kinetikus energia ma´s szempontbo´l is fontos. Kideru¨lt ugyanis, hogy nem
az elektronsu˝ru˝se´g az egyetlen mennyise´g, mely egye´rtelmu˝en jellemez egy Coulomb
rendszert. Vannak ma´s ilyen mennyise´gek is e´s ilyen a loka´lis kinetikus energia is
[20, 16].
11A´. Nagy, Phys. Rev. A 66, 022505 (2002).
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Vizsga´ltuk a kinetikus energia su˝ru˝se´g e´s a Pauli-potencia´l kapcsolata´t [19, 21,
22]. Kiindulva a differencia´lis viria´te´telbo˝l e´s a Hiller-Sucher-Feinberg azonossa´gbo´l
egzakt o¨sszefu¨gge´st vezettu¨nk le a kicsere´lo˝de´si-korrela´cio´s potencia´l deriva´ltja´ra.
Sears, Parr e´s Dinur ma´r to¨bb mint ha´rom e´vtizede felh´ıvta a figyelmet a
kinetikus energia e´s a Fisher-informa´cio´ kapcsolata´ra. Azo´ta sokan vizsga´lta´k a
su˝ru˝se´gfunkciona´l elme´let e´s a ku¨lo¨nbo¨zo˝ informa´cio´-me´rte´kek kapcsolata´t. Az elekt-
ronsu˝ru˝se´g, ha 1-re norma´ljuk valo´sz´ınu˝se´gu˝ru˝se´g is, e´s a Fisher, Shannon vagy
Re´nyi informa´cio´k a su˝ru˝se´g funkciona´ljai.
To¨bb e´rdekes eredme´nyt is ko¨zo¨ltu¨nk a Fisher-informa´cio´ e´s a kinetikus ener-
gia kapcsolata´ro´l. Megmutattuk, hogy az egy-elektron Fisher-informa´cio´k o¨sszege a
teljes rendszerre vonatkozo´ Fisher-informa´cio´ e´s a kvantum e´s a klasszikus szo´ra´s-
ne´gyzetek ku¨lo¨nbse´ge´nek az o¨sszege. Levezettu¨k a Stam-fe´le egyenlo˝tlense´gek a´ltala´-
nos´ıta´sa´t [23]. Vizsga´ltuk a pa´rsu˝ru˝se´gbo˝l konstrua´lt Fisher-me´rte´kek kapcsolata´t
[24].
Megmutattuk, hogy a loka´lis hulla´msza´mvektor kapcsolatot teremt a loka´lis
Shannon- e´s a Fisher-informa´cio´ ko¨zo¨tt [25] e´s a Shannon-fe´le entro´piao¨sszeg jelzi a
kvantum fa´zisa´tmenetet [26].
A Fisher-Shannon informa´cio´-szorzatot e´s s´ıkot vizsga´ltuk analitikusan ato-
mokra a Thomas-Fermi-Ga´spa´r statisztikus modell kerete´ben [27]. A Hartree-Fock-
su˝ru˝se´gekkel valo´ o¨sszehasonl´ıta´s vila´gosan mutatja, hogy a statisztikus modell nem
jelen´ıti meg az atomi he´jszerkezetet.
Az informa´cio´elme´leti vizsga´lataink fontos eredme´nye a ko¨te´si entro´pia fo-
galma´nak bevezete´se [28], valamint az ido˝to˝l fu¨ggo˝ su˝ru˝se´gfunkciona´l elme´let ’ter-
modinamikai’ formaliza´la´sa [29].
Sza´mos fontos eredme´nyt kaptunk a Re´nyi-informa´cio´val kapcsolatosan. Vizsga´l-
tuk a to¨bbelektronos rendszerek Re´nyi-informa´cio´ra vonatkozo´ hata´rozatlansa´gi re-
la´cio´it koordina´ta- e´s impulzus-te´rben. Tanulma´nyoztuk a Fisher- e´s Re´nyi-informa´cio´
kapcsolata´t [30].
Atomok Re´nyi-informa´cio´it hata´toztuk meg koordina´ta- e´s impulzuste´rben.
A koordina´ta- (impulzus)te´rbeli Re´nyi-informa´cio´ α ≤ 1 ( α ≥ 1) esete´n mutat
he´jszerkezetet, ahol α a Re´nyi-parame´ter [31]. Koordina´ta- e´s impulzuste´rbeli relat´ıv
Re´nyi-informa´cio´t hata´roztunk meg atomokra [32]. Referenciake´nt H-szeru˝ modell-
su˝ru˝se´geket alkalmaztunk. Megmutattuk, hogy a Re´nyi-informa´cio´ jelzi a kvantum
fa´zisa´tmenetet [33].
Re´nyi-entro´pia´t defina´ltuk a fa´ziste´rben e´s egyenlo˝tlense´geket vezettu¨nk le ra´
[34].
Felta´rtuk a statisztikus komplexita´s e´s a Re´nyi-informa´cio´ kapcsolata´t [35].
Megadtuk az LMC bonyolultsa´gi me´rte´k elo˝bb egy-parame´teres [36], majd ke´t-
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parame´teres a´ltala´nos´ıta´sa´t [37]. Ez uto´bbi, a Journal of Mathematical Physics-
ben megjelent cikket a Virtual Journal of Nanoscale Science & Technology 2010
janua´ri e´s a Virtual Journal of Quantum Information 2010 janua´ri sza´ma´ba is
bevette´k. (Ez a cikk egyike volt a Journal of Mathematical Physics folyo´iratna´l
a 20 legto¨bbszo¨r leto¨lto¨tt cikknek 2010 janua´rja´ban.) Majd, relat´ıv statisztikus
bonyolultsa´gi me´rteket definia´ltunk [38].
A maxima´lis Re´nyi-informa´cio´ elvet alkalmaztuk a Thomas-Fermi-modell a´lta-
la´nos´ıta´sa´ra [39]. Felta´rtuk a dimenzio´ e´s a Re´nyi-parame´ter kapcsolata´t. Vizsga´ltuk
az energia e´s a ke´miai potencia´l kapcsolata´t is [40].
Ne´gy ko¨nyvre´szlet ke´szu¨lt el. Ezekbo˝l ketto˝ a su˝ru˝se´gska´la´za´s egy-egy specia´lis
ke´rde´se´t ta´rgyalja [2, 4], egy a gerjesztett a´llapotokra [41], egy pedig a Re´nyi-
informa´cio´ra [42] vonatkozo´ kutata´saink egy re´sze´t foglalja o¨ssze.
Nemzetko¨zi egyu¨ttmu˝ko¨de´sek
Kutata´sainkat re´szben nemzetko¨zi egyu¨ttmu˝ko¨de´sben valo´s´ıtottuk meg. 25
e´ve folytatunk ko¨zo¨s kutata´sokat N. H. March oxfordi professzorral. Sza´mos ko¨zo¨s
cikk ke´szu¨lt. U´jabb keletu˝ gyu˝mo¨lcso¨zo˝ egyu¨ttmu˝ko¨de´s to¨rte´nik E. Romera granadai
professzorral.
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ical Technology, Miusskaya Sq. 9, Moscow, 125047, Russia)
A pa´lya´zat megvalo´s´ıta´sa sora´n az OTKA-to´l engede´lyt ke´rtu¨nk e´s kaptunk
a ko¨ltse´gvete´s mo´dos´ıta´sa´ra. Sikeru¨lt a ku¨lfo¨ldi konferencia re´szve´teleket az ere-
detileg tervezettne´l kevesebb napid´ıjjal megvalo´s´ıtani. Az ı´gy megspo´rolt napid´ıj
a´tcsoportos´ıta´sa´val egy, ido˝ko¨zben to¨nkrement munkaa´lloma´s helyett vettu¨nk u´jat.
Debrecen, 2012. janua´r 25.
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